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LEMME DE FATOU
POUR L’INT¶EGRALE DE PETTIS
Allal Amrani
Abstract
The purpose of this paper is to present Fatou type results for a
sequence of Pettis integrable functions and multifunctions. We
prove the non vacuity of the weak upper limit of a sequence of
Pettis integrable functions taking their values in a locally convex
space and we deduce a Fatou’s lemma for a sequence of convex
weak compact valued Pettis integrable multifunctions. We prove
as well a Lebesgue theorem for a sequence of Pettis integrable
multifunctions with values in the space of convex compact sets of
a separable Banach space.
I. Introduction.
Le lemme de Fatou formul¶e en termes de fonctions univoques est connu
pour son utilit¶e dans les problµemes variationnels, d’¶economie math¶ema-
tique et de contro^le optimal. Les premiers travaux dans cette direc-
tion remontent µa Aumann [Au] et Artstein [Ar]. Il y a eu par la suite
un nombre consid¶erable de travaux g¶en¶eralisant dans diverses directions
les r¶esultats pr¶ec¶edant, citons µa titre d’exemple Yannelis [Y], Hess [H],
Castaing-Clauzure [CC] et plus particuliµerement Balder [B1]. Pour une
¶etude englobant et g¶en¶eralisant la plupart des r¶esultats pr¶ec¶edants, on
pourra consulter l’article de Balder et Hess [BH].
Notre objectif est d’¶etablir des r¶esultats similaires aux pr¶ec¶edents pour
les fonctions et multifonctions Pettis-int¶egrables. Les d¶emonstrations
s’appuient sur des d¶eveloppements r¶ecents de la th¶eorie de l’int¶egrale de
Pettis du^s µa Musial [M], Geitz [Ge] et Hufi [Hu]. Dans le paragraphe 2,
on commence par d¶emontrer la non vacuit¶e de la limite sup¶erieure faible
d’une suite de fonctions Pettis-int¶egrables puis l’on d¶eduit le lemme
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de Fatou pour des multifonctions Pettis-int¶egrables µa valeurs dans les
parties convexes faiblement compactes d’un espace localement convexe
s¶epar¶e. Le paragraphe 3 est consacr¶e aut th¶eorµeme de Lebesgue pour
des multifonctions µa valeurs convexe compactes d’un espaces de Banach
s¶eparable.
II. Notations et D¶eflnitions.
Soit (E; ¿) un espace localement convexe s¶epar¶e, quasi-complet et E0
son dual topologique. On d¶esigne par ck(E) (resp. cwk(E)), l’ensemble
des parties convexes compactes (resp. faiblement compactes) de E. On
note A l’adh¶erence de A, co(A) l’enveloppe convexe de A, co(A) l’envelo-
ppe convexe ferm¶ee de A. Si (Dn) est une suite de parties de E, on notera
Ls(Dn), l’ensemble \k‚1([n‚kDn). On obtient la limite sup¶erieure
faible, not¶ee w-Ls(Dn), en prenant les adh¶erences pour la topologie
faible. Pour la topologie faible, il y a aussi la limite sup¶erieure s¶equen-
tielle faible, not¶ee seq-w-Ls(Dn), qui est l’ensemble des limites des suites
faiblement convergentes (xk)k2N o¶u (xk) 2 Dnk , (nk)k2N ¶etant une suite
strictement croissante d’entiers.
Soit (›;A; „) un espace mesur¶e avec „ ¾-flnie et A „-complete. Une
application f : › ! E est scalairement mesurable (resp. scalairement
int¶egrable), si pour tout x0 2 E0, hx0; fi est mesurable (resp. int¶egrable).
Une application scalairement int¶egrable f est Pettis-int¶egrable, si il existe
une fonction d’ensemble ”f : A ! E telle que pour tout x0 2 E0 et pour
tout A 2 A, on ait: Z
A
hx0; fi d„ = hx0; ”f (A)i:
”f (A) est l’int¶egrale de Pettis de f sur A et sera not¶ee dans la suiteR
A
f d„. Une multifunction ¡ : ›! cwk(E) est scalairement mesurable
(resp. int¶egrable) si pour tout x0 2 E0, –⁄(x0;¡(¢)) est mesurable (resp. in-
t¶egrable). Une multifonction ¡ scalairement int¶egrable est faiblement
Pettis-int¶egrable (resp. fortement Pettis-int¶egrable) si il existe une fonc-
tion d’ensemble K : A ! cwk(E) (resp. ck(E)) telle que pour tout
x0 2 E0 et pour tout A 2 A, on ait:Z
A
–⁄(x0;¡) d„ = –⁄(x0;K(A)):
On note S¡ l’ensemble des sections scalairement int¶egrable de ¡.
III. Lemme de Fatou pour l’int¶egrale de Pettis.
Le lemme technique suivant servira dans la d¶emonstration du r¶esultat
principal de ce paragraphe.
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Lemme 3.1. Soient E un espace topologique s¶epar¶e, K un compact
de E. Soit (xn)n2N une suite dans K, x 2 E, et x0 2 E0, alors:
hx0; xi 2 co Ls(hx0; xni)) hx0; xi • –⁄(x0; co Ls(xn)):
D¶emonstration: Comme la suite (xn)n2N demeure dans le compact K,
la suite (hx0; xni)n2N est born¶ee dans R, donc Ls(hx0; xni) est compact.
Il s’ensuit que
co Ls(hx0; xni) = co Ls(hx0; xni):
Donc hx0; xi = Pki=1 ‚izi avec Pki=1 ‚i = 1 et zi 2 Ls(hx0; xni). Comme
la fonction d’appui est positivement homogµene, le lemme sera d¶emontr¶e
si l’on montre que pour tout z 2 Ls(hx0; xni), on a z • –⁄(x0; co Ls(xn)).
Si z 2 Ls(hx0; xni), alors z = lim
k!+1
hx0; xnki. Par compacit¶e de K, la
suite (xnk)k2N admet une valeur d’adhµerence x 2 K, on a alors
z = hx0; xi • –⁄(x0; co Ls(xn)):
Le th¶eorµeme suivant est la cl¶e des r¶esultats de ce premier paragraphe.
Il a ¶et¶e ¶etabli par Musial [M] et Geitz [Ge]. Nous donnons une d¶emons-
tration plus courte bas¶ee sur un r¶esultat profond du^ µa Grothendieck et
sur le th¶eorµeme de Komlos [Ko].
Th¶eorµeme 3.2. Soient (fn)n2N une suite de fonctions Pettis-int¶egra-
bles et f : ›! E une application scalairement int¶egrable telles que:
(1) Pour toute partie ¶equicontinue B ‰ E0, l’ensemble fhx0; fi : x0 2
Bg est relativement ¾(L1; L1) compact.
(2) Pour tout x0 2 E0, hx0; fni converge vers hx0; fi pour la topologie
¾(L1; L1).
Alors f est Pettis-int¶egrable.






















fn d„)n2N est relativement faiblement compacte dans E. D’aprµes le
th¶eorµeme d’Eberlein-Smulyan-Grothendieck ([G1, Corollaire 1 of Th¶eo-
rµeme 7]) (voir aussi [K, Theorem p. 326]) il est ¶equivalent de montrer:
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pour toute partie ¶equicontinue B ‰ E0, pour toute suite (x0k)k2N ‰ B et





































D’aprµes le th¶eorµeme de Komlos [Ko], appliqu¶e µa la suite (hx0k; fi)k2N










r¶eelle int¶egrable h telle que hy0n; fi converge vers h presque partout. Du
fait (3.1.2) et (1) on a












Soit y00 une valeur d’adh¶erance faible ⁄ de (y0n)n2N⁄ , alors pour tout





























En prenant la limite quand m!1 dans la derniµere int¶egrale de (3.1.4)
et en utilisant (2), on obtient








Comme hy0n; fi converge vers h presque partout et que y00 est une valeur
d’adh¶erance faible ⁄ de (y0n)n2N⁄ , h = hy00; fi presque partout. Du fait
de (3.1.1) et en utilisant (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5) on obtient fi = fl.
Dans la proposition qui suit on suppose que (›;A; „) est sans atomes.
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Proposition 3.3. Soit X une multiapplication µa valeurs dans les par-





D¶emonstration: Il su–t de d¶emontrer que pour toute suite flnie











hx0i; f(!)i„(d!))mi=1 ou f est une section Pettis-int¶egrable de X.
Donc la convexit¶e de A d¶ecoule du th¶eorµeme de Ljapunov ([CV2, The-
orem p. 118]).
Dans le th¶eorµeme qui suit, on suppose que E est un espace localement
convexe s¶epar¶e quasi-complet et qu’il existe une suite dans E0 qui s¶epare
les points de E.
Th¶eorµeme 3.4. Soit X : › ! cwk(E) une multifonction scalaire-
ment int¶egrable et soit (fn)n2N une suite de sections Pettis-int¶egrable de
X. On suppose que pour toute partie ¶equicontinue B ‰ E0, l’ensemble
f–⁄(x0; X) : x0 2 Bg est relativement ¾(L1; L1) compact. Alors il existe
une sous-suite (fnk)k2N et une application f Pettis-int¶egrable telle que



















De plus on a:
f(!) 2 co w - Ls(fn(!)) p.p.
Si on suppose de plus que (›;A; „) est sans atomes et que X est Pettis
int¶egrable, alors pour tout voisinage V de
R
›
f(!)„(d!), il existe une




fV (!)„(d!) 2 V .
D¶emonstration: Soit (e0p)p2N une suite dense dans E
0 pour la topologie
de Mackey ([CV2, Lemma III.32]). Comme pour tout x0 2 E0 et pour
tout n 2 N on a
jhx0; fn(!)ij • j–⁄(x0;X(!))j+ j–⁄(x0;¡X(!))j:
Pour tout p flx¶e, la suite (he0p; fni)n2N est born¶ee dans L1R(›;A; „).
Comme dans Balder [B2], par application du th¶eorµeme de Komlos, il
existe une application ’p 2 L1R(›;A; „), une sous-suite extraite de







he0p; fnki (!)i = ’p(!) p.p pour tout p
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oµu (fnki )i2N est une suite quelconque extraite de (fnk)k2N et l’ensemble
n¶egligeable d¶epend de la sous-suite (fnki )i2N. Prenons pour (fnki )i2N
la suite entiµere (fnk)k2N de ce qui pr¶ec¶ede on obtient l’existence d’un







he0p; fnk(!)i = ’p(!):
Soit ! 2 ›nN flx¶e. Comme 1m
Pm
k=1 fnk(!) 2 ¡(!) pour tout m 2 N⁄ et








est ¶equicontinue pour la topologie de Mackey, il r¶esulte donc du th¶eorµeme
d’Ascoli l’existence d’une application f telle que pour tout ! 2 ›nN on
ait:






hx0; fnk(!)i = hx0; f(!)i:
Montrons que f(!) 2 co w-Ls(fn(!)) p.p. Remarquons d’abord que si






ai = a; alors pour tout


























Le r¶esultat s’obtient par passage µa la limite sur n. D’oµu pour tout x0 2 E0











= hx0; f(!)i p.p.
Par cons¶equent on a:
hx0; f(!)i 2 \k2Ncofhx0; fn(!)i; k ‚ ng = co Ls(hx0; fn(!)i):
On d¶eduit du Lemme 3.1 que:
hx0; f(!)i • –⁄(x0; co w - Ls(fn(!)) p.p.
     
Lemme de Fatou pour l’int¶egrale de Pettis 73
La relation ¶etant vraie pour tout x0 2 E0 et pour tout ! 2 ›nN , on a:
f(!) 2 co w - Ls(fn(!)) p.p.
Reste µa montrer que f est Pettis-int¶egrable. Pour cela il su–t de montrer
que f v¶erifle les hypothµeses du Th¶eorµeme 3.2. L’hypothµese (2) d¶ecoule
de (⁄⁄) et du th¶eorµeme de Lebesgue-Vitali. La majoration
jhx0; f(!)ij • j–⁄(x0; X(!))j+ j–⁄(x0;¡X(!))j
entraine que pour toute partie ¶equicontinue B ‰ E0 l’ensemble
f(hx0; fi);x0 2 Bg est relativement faiblement compact ([DS, Theo-
rem IV 8.9]). Le point (1) est ainsi verifl¶e.
Pour la deuxiµeme partie de l’¶enonc¶e, remarquons d’abord que la mul-
tifonction w-Ls(fn(!)) est µa valeurs non vides et que, en vertu des hy-






w - Ls(fn(!))„(d!). Soit x0 2 E0, on a





























Comme d’aprµes la Proposition 3.3, l’ensemble
R
›
w - Ls(fn(!))„(d!) est
convexe l’assertion est d¶emontr¶ee.
Th¶eorµeme 3.5. Soient (Xn)n2N et Y des multifonctions µa valeurs
dans cwk(E) scalairement int¶egrables, on suppose que:
(1) Pour tout n 2 N; Xn est faiblement Pettis-int¶egrable.
(2) Pour tout n 2 N; Xn(!) ‰ Y (!) p.p.
(3) Pour toute partie ¶equicontinue B ‰ E0, l’ensemble f–⁄(x0; Y ) :
x0 2 Bg est relativement ¾(L1; L1) compact.
On a alors






co w - LsXn(!)„(d!):
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D¶emonstration: Si x 2 w-seq-Ls R
›
Xn(!)„(d!), alors il existe une
suite (xnk)k2N avec xnk 2
R
›
Xnk(!)„(d!) telle que pour tout x
0 2 E0,
on ait hx0; xi = lim
k!+1
hx0; xnki. Par d¶eflnition, on a pour tout k, xnk =R
›
fnk(!)„(d!) ou fnk est une section de Xnk . Il est clair que la suite
(fnk)k2N v¶erifle les hypothµeses du Th¶eorµeme 3.3, par cons¶equent il existe
une application f Pettis-int¶egrable veriflant
f(!) 2 co w - Ls(fn(!)) ‰ co w - Ls(Xn(!)):
L’existence d’une suite dans E0 d’une suite s¶eparant les points de E en-
traine que la topologie faible est m¶etrisable sur les compacts faibles,
il r¶esulte de Hess ([H, Proposition 3.10]) que la multifonction co w-
Ls(Xn(¢)) est scalairement mesurable et d’aprµes ce qui pr¶ec¶ede admet au
moins une section Pettis-int¶egrable; donc
R
›
co w-LsXn(!)„(d!) a un
sens. Reste a montrer que x =
R
›








































Remarque. Si l’on suppose dans les ¶enonc¶es pr¶ec¶edent que la mesu-
re „ est flnie, en vertu du th¶eorµeme de Dunford Pettis, l’hypothµese de
relative faible compacit¶e peut e^tre remplac¶ee par l’uniforme int¶egrabilit¶e.
IV. Th¶eorµeme de Lebesgue pour des multifonctions fortement
Pettis-int¶egrable.
Dans ce paragraphe, E est un espace de Banach s¶eparable et toutes
les multifonctions consid¶er¶ees sont µa valeurs dans ck(E). L’espace ck(E)
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Lemme 4.1. Soit X : ›! ck(E) une multifonction fortement Pettis-
int¶egrable, alors l’ensemble C = f–⁄(x0;X) : x0 2 BE0g est ¾(L1; L1)
compact.
D¶emonstration: Par hypothµese pour tout A 2 F , il existe un convexe





D’aprµes Eberlein-Smulyan, il su–t de montrer que C est s¶equentiellement
faiblement compact. Soit (–⁄(x0n;X))n2N une suite dans C. Comme E
est s¶eparable; il existe une sous suite (x0nk)k2N qui converge faiblement
vers x00. D’oµu en utilisant le fait que X est fortement Pettis int¶egrable et












Le th¶eorµeme ci-dessus est le r¶esultat principal de ce paragraphe.
Th¶eorµeme 4.2. Si Y est une multifonction fortement Pettis int¶egra-
ble, alors la multifonction X d¶eflnie par X(!) = co[Y (!) [ (¡Y (!))]
l’est aussi.
D¶emonstration: La multifonction X est scalairement mesurable et sca-
lairement int¶egrable car pour tout ! et pour tout x0 on a
–⁄(x0; X(!)) = max(–⁄(x0; Y (!)); –⁄(x0;¡Y (!))):
D’autre part, toute section scalairement int¶egrable de X est Pettis-
int¶egrable. En efiet pour toute f 2 SX , on a:
jhx0; f(!)ij • j–⁄(x0; Y (!)j+ j–⁄(¡x0; Y (!)j p.p.
Ce qui entraine en vertu du lemme pr¶ec¶edent et de ([DS, Theorem IV
8.9]) que l’ensemble fhx0; fi : x0 2 BE0g est relativement ¾(L1; L1) com-
pact. Donc d’aprµes le Th¶eorµeme 3.1, f est Pettis-int¶egrable.
Reste µa montrer que X est fortement Pettis-int¶egrable. D’aprµes la
formule de Strassen ([CV2, Theorem V 14]), on a pour tout A 2 A,











est convexe faiblement compact. Pour terminer la preuve, montrons que
cet ensemble est compact pour la topologie de la norme. Il su–t pour
cela de montrer que l’application x0 ! R
A
–⁄(x0; X(!)„(d!)) est continue
sur BE0 pour la topologie faible ([C1, Th¶eorµeme 3]). Soit (x0n)n2N qui
converge faiblement vers x0. Gra^ce au th¶eorµeme de Banach-Dieudonn¶e
on a: lim
n!1 –
⁄(x0n; X(!)) = –
⁄(x0; X(!)) p.p. La majoration:
j–⁄(x0; X(!))j • j–⁄(x0; Y (!))j+ j–⁄(¡x0; Y (!))j p.p.
Le Lemme 4.1 et ([DS, Theorem IV 8.9]) entrainent que la suite




























Comme cons¶equence du th¶eorµeme pr¶ec¶edent, on obtient le th¶eorµeme
de Lebesgue suivant:
Corolaire 4.3. Soient (Xn)n2N et Y des multifonctions fortement
Pettis int¶egrables et X une multifonction scalairement int¶egrable, on sup-
pose que:
(1) Pour tout x0 2 E0 : j–⁄(x0; Xn(!))j • j–⁄(x0; Y (!))j p.p.
(2) lim
n!1 –
⁄(x0; Xn(!)) = –⁄(x0; X(!)) p.p.
Alors X est fortement Pettis-int¶egrable et pour tout A2A, R
A
Xn(!)„(d!)




D¶emonstration: Les hypothµeses (1) et (2) entrainent que pour tout
x0 2 E0:
j–⁄(x0; X(!))j • j–⁄(x0; Y (!))j p.p.
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Ceci implique que X(!) ‰ co[Y (!) [ (¡Y (!))] et donc que X est forte-



























Les th¶eorµemes de Banach-Dieudonn¶e et d’Ascoli entrainent que la con-
vergence a lieu aussi pour la distance de Hausdorfi.
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